Reelle Zahlen

Kapitel 1: Reelle Zahlen
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Folgen und Reihen

Kapitel 2: Folgen und Reihen
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Beschrinkte Folgen haben konvergente Teilfolgen
Konvergente Teilfolgen von beschrankten Folgen

Theorem 2.1

Jede beschrankte Folge besitzt eine konvergente Teilfolge. J

Beweis (mit Bisektionsverfahren):
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n 3.1 Grenzwerte und Stetigkeit

Kapitel 3: Reelle Funktionen

3.1 Grenzwerte und Stetigkeit
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Motivation

Bekannt: Eine Folge a = (ay,)nen konvergiert gegen A € R (oder C), in Zeichen

. n— oo
lim a, = A oder a, —— A.
n— o0

Frage: Wenn wir eine Funktion f : R — R haben und wir betrachten die Folge (f(a,))nen. Kénnen wir
etwas uber die Konvergenz oder gar den Grenzwert sagen? Was muss f erfiillen, damit

lim f((ln) = f(A) bzw. f(an) H—OO> f(A)

n—roo

gilt?

Antwort: Stetigkeit!
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ERLCEIENSTHINEIENNE 3.1 Grenzwerte und Stetigkeit

Grenzwert-Definition

Definition 3.2
Sei f: D C R — R eine Funktion. Wir sagen, dass die Funktionswerte f(z) bei Anndherung von z € D
an g gegen einen Grenzwert a € R streben, in Zeichen

flz) = q oder li)m f(z) = a,

wenn es zu jedem & > 0 ein § = §(¢) > 0 derart gibt, dass |f(x) — a| < ¢ gilt fir alle z € R mit
0 < |z —xo <.

Anschauung: Wann immer wir eine Folge (x,,)nen, haben die gegen xy konvergiert, so soll auch die
Folge (f(zn))nen gegen a konvergieren (unabhéngig von der gewahlten Folge!). D.h. egal wie wir zg
mit x approximieren/annihern/etc., dann nahert sich auch f(z) auch einer Zahl a an.

Achtung: x # xg bzw. z,, # xo. f muss in xg nicht definiert sein.

Philipp J. diDio (Uni Konstanz) Ana & LinAlg 14. Juni 2024 6/117



Einseitige Grenzwert

Definition 3.3

f besitzt in zy den linksseitigen (bzw. rechtsseitigen) Grenzwert a, falls fiir jede Folge (2, )nen mit
Zn — xo und x, < o (bzw. x,, > 20), in Zeichen

T—>To 9 o
f(x) =0 oder mlggu f(@) =a,
x<xo

wenn es zu jedem € > 0 ein 6 = §(e) > 0 derart gibt, dass |f(z) — a| < ¢ gilt fiir alle z € R mit
0<xzg—1x <.

Aquivalent definieren wir

j.(x) Tr— 00 a, f.(x) T—T0o 007 j.(x) Tr—r 00 00
und so auch fiir —oo.

Philipp J. diDio (Uni Konstanz) Ana & LinAlg 14. Juni 2024 7/117



Beispiele
Wollen
|f(z) —a] <e firalle = mit |zo— 2| <d(e).
Q flx)==z, 2 €R:
e Esgilt: lim f(z)=a= zo.
T—=TQ
e Seie >0 und d§(e) =¢, dann gilt |f(z) —a| = |z — z0| < e = ().
Q g(z) = % zo € R\ {0}:

e Esgilt: lim g(z) =a=—.
T—xQ Xo

2
o Sei 1>>&>0, zmit |zo — x| < e und §(e) < =32, dann gilt |zo| < 2|z| und
1 1 To — 2 26(e
lg@) —a = |2 - 1| = |28 < 2 jp—a < 26 <
x xo x - To ) Lo
© h(z) = -1, dann gilt Tim — d lim —
Xr) = —, nn gi 1m = o0 un 11m = —
z—1 & z—=1x —1 z—=1x —1
x>1 <l
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ERLCCIRNATLINGL I 3.1 Grenzwerte und Stetigkeit

Rechenregeln fiir Grenzwerte

Theorem 3.4
Seien f,g: D C R — R Funktionen mit Grenzwerten

lim f(z)=a und lim g(x) =b.

T—xTo T—xQ
Dann gilt:
Qo li_>m [a- f(x)+ B -gx)] =a-a+ b firalle o, € R.
Tr—rXTo
Q@ lim f(x) -g(z)=a-b.
T—xQ
Q@ lim f(@) = E, wenn b # 0 und g(x) # 0.
T30 g(x) b
Beweis:
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Theorem 3.5

Seien f: D C R und g: f(D) C R — R Funktionen mit lim,_,,, f(x) = a und lim,_,, g(x) = b.
Dann gilt

lim (go f)(z) = lim g(f(z)) = b.

T—xTo T—To

Beweis:
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ERLCCIRNATLINGL I 3.1 Grenzwerte und Stetigkeit

Stetigkeit

Definition 3.6
Eine Funktion f: D C R — R heiBt stetig in o € D, wenn

f(z) EmilN f(z0) bzw. lim f(z)= f(zo)-

Tr—xo

f:D CR — R heiBt stetig (in D), falls f in jedem 2 € D stetig ist.

Bemerkung: Stetigkeit von f in ¢ bedeutet, dass Funktionsauswertung und Grenzwertbildung
vertauscht werden kann:

lim f(z) = flz) = f(lim x)

rT—rxo T—T0

Rechenregeln: Es gelten die gleichen Rechenregeln wie fiir die Grenzwerte (und Folgen).

Philipp J. diDio (Uni Konstanz) Ana & LinAlg 14. Juni 2024 11/117



Beispiele fiir stetige Funktionen

Q@ xr auf R
. 1. —
@ Polynom p(x) in z auf R o oS 1
Q |z| auf R
‘ | 0 < X < i _ l T—00 0
@ 2 +1 2
Q z° mit a € R auf (0,00) ——
— 0o 0
Q exp(x) =e* auf R
@ sin(z) und cos(z) auf R
. T
@ Umkehrfunktionen bijektiver, stetiger © Iy =r
Funkti x>0
unktionen Fir jedes @ > 0 gilt & = 1, d.h. fiir jede Folge
Q log(z) auf (0, 00) (#n)nen mit 2 — 0 und 2, > 0 gilt 72 = 1.
@ arcsin(z), arccos(z) auf [—1,1]
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ERLCCIRNATLINGL I 3.1 Grenzwerte und Stetigkeit

/wischenwertsatz

Theorem 3.7 (Zwischenwertsatz)

Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion und f(a) # f( ) Dann gibt es zu jedem Wert ¢ zwischen f(a)
und f(b) mindestens eine Stelle § € (a,b) mit f(§) =

v

Theorem 3.8 (Existenz von Nullstellen)

Sei f : [a,b] — R stetig und f(a) - f(b) < 0. Dann hat f in (a,b) eine Nullstelle.

Beweis (Bisektionsverfahren): Durch f +— f — c reicht es Theorem 3.8 zu beweisen.
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Min-Max-Prinzip
Theorem 3.9 (Min-Max-Prinzip)
Sei f : [a,b] — R stetig. Dann gibt es ein x, und ein x* in [a,b] mit

f@a) < f(z) < f(27)

fiir alle x € [a,b], d.h. f nimmt auf [a,b] sein Minimum f(z.) und sein Maximum f(z*) an.

Beweis (mit Hilfe von Theorem 2.1 (jede beschrinkte Folge besitzt eine konvergente Teilfolge)):
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Beschranktheit

Theorem 3.10 (Beschranktheit)
Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion. Dann gibt es ein M > 0 mit

flx) <M fiir alle z € [a, b],

d.h. f ist beschrankt.

Beweis: Folgt sofort aus Theorem 3.9.
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ERLCEIENSTHIREEIENNN 3.2 Differenzierbare Funktionen

3.2 Differenzierbare Funktionen
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Motivation: Anstieg einer Gerade und Tangenten

o Grade: y=m-z+c
e Anstieg zwischen zwei Punkten (zo,yo0) und (z1,91):

Ay _y1—yo _ (m-x1+c)—(m-zo+c) _
Ar 11 —x0 T1 — X0 o

(an jeder Stelle gleich)

e Funktion: y = f(z)
o Anstieg zwischen zwei Punkten (zo, f(z0)) und (z1, f(z1)):

Ay f(z1) — f(=o)

Az 1 — X0
(hangt i.A. von xo und xo ab)
o Frage: Anstieg nahe bzw. an zg (d.h. z1 — z0)?

Existiert lim
x1—TQ xr1 — To h—0 h

Philipp J. diDio (Uni Konstanz) Ana & LinAlg
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Definition der ersten Ableitung

Definition 3.11
Sei f: (a,b) — R eine Funktion und z¢ € (a,b), a < b. f heiBt differenzierbar an der Stelle 2 € (a,b),

wenn der Grenzwert
lim f(xo+h) — f(z0) — lim f(z) = f(zo)

h—0 h T—To T — g

existiert. Dieser Limes heiBt (erste) Ableitung (Differentialquotient) von f an der Stelle 2 und wird mit
f'(z0) bezeichnet:
f(x0) := lim Flao + h})L — f(a?o).

h—0

f heiBt differenzierbar (auf (a, b)), wenn f’(zo) fir alle g € (a,b) existiert.
Ist f’ stetig, so heiBt f stetig differenzierbar.

Andere Bezeichnungen fiir f'(zq): f(z0), Df(zo), %(mo) (sprich: ,,df nach dz")
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Beispiel 1

Erinnerung: f(xo) == }llin%) flxo + h}) — f(z0)
- )

@f:R—-R, 2 —22und zg € Rt
f(zo+h) — f(z0)

! — 1~
J'(@o) hl—% h

— lim (xo + h)? — 23
h—0 h

~ lim x3 + 2hxo + h? — 23
h—0 h

-5 2hxy + h?

=50 h

= lim 2z9 + h
h—0
= 21‘0
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Beispiel 2

Q@g:[0,00) > R, .+ /x und 29 > 0:

g(wo +h) — g(x0)
h
vxo+
(vﬂ?0+ —/Z0)(VTo + h + /T0)

/ — 1
9'(x0) hlgb

= lim
A0 b (Vi + B+ /)
. xo +h —x9
= 11m
h—0 h - (v/zo + h + /Z0)
. h
= lim
h=0 h - (vzo + h + \/Zo)
1

ZW/LEO
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Beispiel 3
Erinnerung: sin(z + y) = sinx - cosy + cos z - siny

Qk:R— R, z+—sinz und 2y € R:
k(xo + h) — k(zo)

K (zo) = lim

h—0 h
. sin(xg + h) — sinxg
= lim
h—0 h
= lim
h—0
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Differenzierbarkeit = Stetigkeit

Theorem 3.12
Sei f : (a,b) = R eine Funktion. Dann gilt:

fin xo € (a,b) differenzierbar = f stetig in xg.
Beweis:
fay = LOZIE b b e T fa). 0
T — o ——
—0
—f"(z0)

Achtung: Umkehrung gilt nicht wie man an der Betragsfunktion |z| sieht.
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ERLECIEN TSN 3.2 Differenzierbare Funktionen

Rechenregeln |

Theorem 3.13

Seien o, € R und f,g : [a,b] = R in zy € (a,b) differenzierbar. Dann gilt:
Q Linearitat: (af + Bg) (x0) = af’(xo) + B9’ (z0)
@ Produktregel: (f - g)'(z0) = f'(z0) - 9(xo) + f(20) - ¢'(20)

/ ’ ’
@ Quotientenregel: Mit g(xzo) # 0 gilt (g) (o) = (f 99 ) (z0).-

g2
Beweis:
o lim (af + Bg)(wo + h) = (af + Bg)(w0) _ lim af(l’o +h) — f(z0) n ﬁg(l“o +h) — g(=o)
h—0 h h—0 h h
= af'(zo) + B9 (x0)
° (f-9)@o+h)—(f-9)(x0) _ (f-9)(@o+h)— fzo)g(xo +h) + f(zo)g(zo +h) — (f - 9)(x0)
h h
fwo+h)  f(wo)  f(zo+h)g(xo) — f(x0)g(w0 + h) .
oo+ 1) — o(z0) = o(z0)g (@0 + 1) und dann wie in @. O
Philipp J. diDio (Uni Konstanz) Ana & LinAlg

14. Juni 2024 23 /117




Beispiele

Q@ f(x)=32%—\/z und 2o > 0. Dann gilt f'(xg) = 629 — ﬁ

Q@ g(z) = =L und 2o € R. Dann gilt

214
o) = (55 ) (z0)

2+ 4

(z+1) - (@*+4) = (@ +1)- (2 +4)

( (2 + 4)? )W
24+4—(x+1) 2z

(T ) e

—22—2x+4
= W (930)
—x% — 2z + 4
(23 +4)?
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ERLECIEN TSN 3.2 Differenzierbare Funktionen

Rechenregeln |l

Theorem 3.14 (Kettenregel)

Seien f : (a,b) — R differenzierbar in xg € (a,b) und g : (¢,d) — R differenzierbar in f(zo) € (c,d).
Dann ist go f in xy differenzierbar mit

(go f)(zo) = g'(f(zo))- f(x0)

Beweis:  lim I @0+ 1) —g(f(x0)) _ . 9(f(zo+ ) = g(f(w0)) flwo+h)— [(wo)
" h—0 h h=0  f(xo+ h) — f(xo) h '

Beispiel: h(z) = Va? 4 4.
Mit f(z) = 2? + 4 und g(y) = \/y gilt dann

W) = ) fe) = et =
0 0
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ERLECIEN TSN 3.2 Differenzierbare Funktionen

Theorem 3.15 (Fermat, ca. 1638))

Sei f : [a,b] — R eine Funktion und z¢ € (a,b) sodass es ein § > 0 gibt mit
Q entweder f(xg) < f(x) oder f(xo) > f(x) fiir alle x € (xg — §,20 + 9),
@ [ ist an xq differenzierbar.

Dann gilt

fl(.’Eo) =0.
Beweis: O.B.d.A. sei f(xq) < f(z) fiir alle x € (x¢g — 6,79 + 6).1 Dann gilt

f(zo+h) — f(z0) f(zo+h) — f(z0)

< i = f/ > i = f/
0< hJé{%m h F'(ao) und 0= h—»l(l){%<0 h F'(@o),
d.h. L
h—0 h

s
onst schaue —f an.
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ERLECIEN TSN 3.2 Differenzierbare Funktionen

Satz von Rolle

Theorem 3.16 (Satz von Rolle)
Sei f : [a,b] — R stetig mit f(a) = f(b) und in (a,b) differenzierbar. Dann gibt es ein £ € (a,b) mit
f'(€) =0.

Beweis: @ Fall: f = const., d.h. f/ =0 auf [a,}].
@ Fall: f # const., d.h. es gilt 0.B.d.A. sup, ¢, 4 f() > f(a) = f(b).> Nach Min-Max-Theorem 3.9
existiert ein £ € (a,b) mit f(§) = sup,¢(q,) f(2). Wegen Theorem 3.15 nach Fermat gilt dann f'(£). U

Beispiel (Rolle 1690): Zwischen zwei Nullstellen eines Polynoms p befindet sich immer eine Stelle £ mit

() =0.

2Sonst nehme —f.
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Mittelwertsatz und seine Folgen

Theorem 3.17 (Mittelwertsatz der Differentialrechnung)
Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion, die in (a,b) differenzierbar ist. Dann gibt es ein £ € (a,b) mit

f®) = f(a) = f'(§) - (b —a).

Beweis: Setze

b) — f(a
ola) = ) - LT o)
Dann gilt ¢(a) = ¢(b) und nach dem Theorem 3.16 von Rolle gibt es ein ¢ € (a,b) mit
0=¢/(6) = fw) - 1O .

Corollary 3.18

Sei f : [a,b] — R stetig differenzierbar. Dann gilt: @ f' =0 auf (a,b) = [ = const. auf [a,b).
@ [ >0 (bzw. f' <0) auf (a,b) = [ ist monoton wachsend (bzw. fallend).
Q |f'(z)] < L auf (a,b) = |f(x1) — f(z2)| < Llxy — xo| fiir all x1, x5 € [a,b].
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Ableitung von Umkehrfunktionen*

Theorem 3.19

Sei f: (a,b) — (c,d) eine stetige bijektive Funktion, die in xo € (a,b) differenzierbar ist mit f'(xzq) # 0.
Dann ist die Umkehrfunktion g = f=1 : (¢,d) — (a,b) in yo := f(xo) differenzierbar, und es gilt

P _ 1
7wl = Pt
Beweis: z= (g0 f)(x) =g(f(x)) = 1=2"=4g(f(x) f(z)
, 1
= g(fx) = @) O

Beispiel: (In(y)) =y~ auf (0, 00).

Setze f(x) = exp(x) und ¢g(y) = In(y), dann gilt

/ _ / . 1 e 71 =
WO = 00 = Fe) T smmw) v
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Einige wichtige Funktionen und ihre Ableitungen
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Hohere Ableitungen

Definition 3.20

Sei f: (a,b) — R eine auf (a,b) differenzierbare Funktion. Ist f’ in einem xo € (a,b) wieder
differenzierbar, so heiBt

f"(@o) = (f) (o)

die zweite Ableitung von f an xo € (a,b). Auf diese weise werden alle weiteren Ableitungen

f/// - (fﬂ)/, f(4) o= (f”/),7 f(k+1) — (f(k))/,

definiert fiir £ € IN.

Beispiele: f(z) =z
Fla) = k-2, (@) = (k= 1) 2"
f(x) = k(k — 1)<k =2)-2",
SO = k(k—1)(k—2)...2- 1=k, fED @) =0
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ERLCEIENSTHINGEIENIN 3.3 Konvexe und Konkave Funktionen

3.3 Konvexe und Konkave Funktionen
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Definition 3.21
Sei f : [a,b] — R eine Funktion.
@ [ heiBt konvex genau dann wenn fiir alle 21,22 € [a,b] und A € [0, 1] gilt

Oz + (1 =Nz2) < Af(xr) + (1= A)f(x2).

@ f heiBt konkav genau dann wenn —f konvex ist.

2

Beispiel: f(x) = z* ist konvex.

Lemma 3.22

Sei f : [a,b] = R konvex. Dann gilt fiir alle x1,...,x, € [a,b] und \y,...,\, € [0,1] mit
A1+ -+ A\, =1 die Ungleichung

FOuzr 4+ Mzn) < Af(zr) 4+ + A f(zn).

Beweis: Folgt einfach aus der Definition mittels Induktion (siehe Skript Kosub S. 29).
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ERLCEIENSTHINGEIENIN 3.3 Konvexe und Konkave Funktionen

Theorem 3.23
Sei f : [a,b] — R differenzierbar. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
Q@ f ist konvex.

@ [’ ist monoton steigend.

Beweis: Siehe Skript Kosub (S. 29-30).

Corollary 3.24

Sei f : [a,b] — R zweimal differenzierbar. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
Q@ [ ist konvex.
Q@ f">0.
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Corollary 3.25 (Jensen’sche Ungleichung)

Sei f : [a,b] — R konvex. Dann gilt fiir alle z1,...,x, € [a,b] die Jensen'sche Ungleichung
f(x1+~-~+zn) < fl@) + -+ flza)
n n
Beweis: Setze Ay =--- =\, =  in Lemma 3.22. O

Corollary 3.26 (Ungleichung zum arithmetischen und geometrischen Mittel)

Fiir alle reelle Zahlen z1,...,x, > 0 gilt

771 .

Vry...x, <

Beweis: —In x ist konvex und mit der Jensen’schen Ungleichung gilt

_lnx1—|—---—|—ajn < _lnx1+---+lnxn N In(zy - xn)

n - n n n

Einsetzen in die monoton steigende exp-Funktion gibt die Behauptung. O
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Motzkin Polynom (1967)

Beispiel: Das Polynom

p(zy) = 1-=32%7+a2%y" +a2%y°
ist nicht-negativ auf R2.
Beweis: Setze
a=1, b=2z%y* und c=a%?
in
Vabe < atbte
- 3
ein:
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ERLCEIENSTHINGEIENIN 3.3 Konvexe und Konkave Funktionen

Cauchy-Schwarz'sche Ungleichung

Theorem 3.27 (Cauchy-Schwarz'sche Ungleichung)
Seien x1,...,2Zp,Y1,---,Yn € R. Dann gilt

(E) < () (E)

Beweis: Setze X := /3" 2?2 und Y := /31, y2. Mit \/zy < “E¥ aus Corollary 3.26 folgt

|1’1$/1 + -+ xnyn| < |$1y1| +oeet |xnyn|

2yt + -+ Vanyn

v (e 4 AT

2 . e 2 2 ... 2
SXY-I-(z1+ +xn+y1+ +y”>:XY.

2 X2 Y2
Quadrieren liefert die Behauptung.
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ERLCCIRN TG IGI 3.4 Stammfunktionen

3.4 Stammfunktionen
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ERLCCIRN TG IGI 3.4 Stammfunktionen

Definition 3.28
Eine differenzierbare Funktion F : [a,b] — R heit Stammfunktion einer Funktion f : [a,b] — R, wenn

F'(z) = f(x)

fiir alle z € (a,b) gilt.

Beispiele:

Q@ F(z) = sina ist Stammfunktion von f(z) = cosz auf R

Q@ F(x)= ﬁ_lxkﬂ + 3 ist Stammfunktion von f(z) = 2% auf R

@ F(x) = arcsinz — 7 ist Stammfunktion von f(z) = auf (—1,1)

1
V1—2?
@ F(x) = e® ist Stammfunktion von f(x) = e* auf R

@ F(x) =e® + 21 ist Stammfunktion von f(z) = €® auf R
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ERLCCIRN TG IGI 3.4 Stammfunktionen

Theorem 3.29

Sind Fy und Fy zwei Stammfunktionen von f, so gilt
F1 = F2 +c

fiir eine Konstante ¢ € R.

Beweis: Setze

d.h.

und somit nach Corollary 3.18 @

fur ein ¢ € R. O
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3. Reelle Funktionen [EEEERIZEI

3.5 Integrale

Differenzieren ist Technik,
Integrieren ist Kunst.

Philipp J. diDio (Uni Konstanz) Ana & LinAlg 14. Juni 2024

41 /117



Motivation

Ziel: Flache unter einer Funktion f : [a,b] = R

Idee:
@ Zerlegung von [a,b] in kleinere Intervalle [z;, z;41]

@ Approximation der Fliche als Rechteck der Flichef(z;) - (z;41 — ;)

@ Grenzwert max; 2,11 — ;| = 0
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3. Reelle Funktionen [EEEERIZEI

Definition 3.30
Sei f :[a,b] — R eine stetige Funktion. Dann heiBt der Grenzwert

Lbf(w) dz = nlggoz:f<

das (bestimmte) Integral von f zwischen a und b.

k:) b—a
n

Bemerkungen:
@ Da f stetig ist, existiert der Grenzwert.

@ Andere Unterteilungen (nicht notwendigerweise dquidistant) liefern den gleichen Grenzwert. Es
reicht max; ‘1}1'_;'_1 — 177| — 0.

@ © Das Intervall [a,b] heiBt Integrationsintervall.
© a und b heiBen Integrationsgrenzen.
@ f heiBt Integrand.
@ <z heiBt Integrationsvariable.
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Beispiel 1: f(x) = z auf [0, 1]

b — b— b—
/af(m)dx = nlLrgOZf(a+ na.k). na

Sei f(x) = x auf [0,1]. Dann gilt

=0
n—1
1
= lim — E k
n—oo n
k=0
.1 (n=-1)(n-2)
= lim —
n—oo n 2
! 1
/ rdr = -
0 2
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Beispiel 2: f(z) = x? auf [0, 0]
Sei f(z) = 22 auf [0,b]. Dann gilt

b2 n—1 b 2 b
de = 1L A
fot e 3 (o) 5

k=0

3 n—1
= lim — E k2
n—oo n
k=0
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Beispiel 3: f(x) = e auf [a, 0]

Sei f(z) = e” auf [a,b]. Dann gilt
b n—1 . .
/exdx:lim Zexp(a+b a.k).b a
0 n—>ook n n
. u b—a\"
= et Ze ()

~ lim bfa.ea exp(ri) -1
. b—a el — el
= lim 5
T
= (e’ —e%) - lim h
n—oo e — 1

b
/ et dr = eb — e,
a
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3. Reelle Funktionen 3.5 Integrale

Theorem 3.31 (Rechenregeln fiir Integrale)

Seien f,g : [a,b] — R zwei steige Funktionen. Dann gilt

o

o

o

Linearitit: /ab(a~f(x)+g(x)) dx:a-/abf(w) dx+/abg(x) dz.
ez, ¢ © (a,0); / " Ha) do = / " f) do+ / ) de.
e —— / " fa) do = — /b " F(2) da.

T N / " f(z) dx < / " o(2) do.

/abf(x) dz

Dreiecksungleichung:

< [y .

Beweis: Uber Definition f; f(z) dz = limy,— 00 EZ;& fla+2% k) =2 (TAFEL)

Bemerkung: Mit (1) kdnnen wir Integrale iiber stiickweise stetige Funktionen definieren.
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3. Reelle Funktionen [EEEERIZEI

Theorem 3.32

T

Sei f : [a,b] — R stetig und ¢ € [a,b]. Dann wird durch F(z) := / f(t) dt eine Stammfunktion
geliefert. Es gilt also F'(x) = f(x) fiir alle z € (a,b). o

Beweis: Wir haben zu zeigen F’'(z) = f(x). Sei x € (a,b). Dann gilt

z _ z x+h x x+h
F'(z) = lim il +h})L F@) oy L (/ f(t) dt — ; f(t) dt) :}Lim% f(t) dt

h—0 h—0 h

und somit
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3. Reelle Funktionen [EEEERIZEI

Theorem 3.33 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (HDI))
Sei f : [a,b] — R stetig und F : [a,b] — R eine Stammfunktion von f, dann gilt

b
/ fl@)dz = F(z)| = F(b) — F(a).

r=a

T
Beweis: Wir haben F(x) = / f(t) dt + C fiir ein ¢ € [a,b] und ein C € R (Theorem 3.29 + 3.32).
Dann gilt ‘

F(b)—F(a):/bf(t) dt—&—C—/af(t) dt—C

:/be(t)dt—s—/acf(t)dt

_ / " o) de. O
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3. Reelle Funktionen [EEEERIZEI

Beispiele HDI, 1/2

b
HDI: fla)de = F(a)|_, = F(b) — F(a)
2

(] 2t de =

-1
Q sin(x) dz =

0
(5] —dr =

1 l’

3
%] / 2z - exp(z?) do =
0
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Beispiele HDI, 2/2

©@ Um das Integral
b
/ VvV1—-22dz
a

mit —1 < a,b < 1 zu berechnen, miissen wir sehen, dass

1
F(z) = 5 (arcsinx—i—:c V11— 372)

eine Stammfunktion von f(z) = /1 — 22 ist. Dann erhalten wir z. B. fiir a = 0 und b =1 das
bestimmte Integral
1
1
/ V1 —22 dz = —(arcsin1 — arcsin 0) = T
0 2 4

@ Die Fehlerfunktion erf : R — [—1, 1] wird liber das Integral definiert:

2 €T
erf x := ﬁ /700 et dt.
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3. Reelle Funktionen [EEEERIZEI

Partielle Integration

ldee: (f-9)'=fg+f-9 = [frg=(9'—f7

Theorem 3.34
Seien f,g : [a,b] — R (stetig) differenzierbar. Dann gilt

b b
[ 1@ s@a = @@, - [ @)@

Beweis:

b b
Fa=(f9)—fd = /f@y@®=ﬂ@mMLf/fMﬁWNm 0
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Beispiele fiir Partielle Integration

b b
/f’<x)-g<x>dx = (@)@, - / f(@) - ¢'(2) da

(1) / x-sin(x) dz =
0
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Beispiele fiir Partielle Integration

b b
/f’<x)-g<x>dx = (@)@, - / f(@) - ¢'(2) da

/2
(2] /0 sin(x) - cos(x) do =
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Beispiele fiir Partielle Integration

/ F@) g@)de = f(o)-gle) - / f(@)-d'(@) da

(5] /lnxdw:
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Beispiele fiir Partielle Integration

/ F@) g@)de = f(o)-gle) - / f(@)-d'(@) da

Qo /arcsinx dx =
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3. Reelle Funktionen [EEEERIZEI

Substitution / Variablentransformation

Idee 1: f : [a,0] = R und g : [a, 3] — [a,b], dann (f(g(z)))" = f'(9(x)) - ¢ ().
ldee 2: &F _df dy
dz dy dx

Theorem 3.35
Ist f : [a,b] — R stetig und g : [a, 8] — [a, b] stetig differenzierbar, dann gilt

g(b) b
/ f@)dy = / fo(@) - (@) de.
g(a) a

Beweis: Wahle eine Stammfunktion F' von f und setze h := F o g. Dann gilt

W(z) =F'(g(x)) - ¢'(x) = f(g(x)) - ¢ (2)

und durch Integration ergibt sich

b
/ flo(@)) - ¢ (2) dx = / W (z) de = h(@)|°_ = F(g(b)) — Fg(a)) = / f@)dy. O
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Beispiele fiir Substitution

g(b) b
/ fy) dy = / Fg(@) - g (x) da.
g(a) a

1
(1) /(1—|—x2)4~xdx:
0
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Beispiele fiir Substitution

g(b) b
/ fy) dy = / Fg(@) - g (x) da.
g(a) a

2
(2] / x? - exp(x®) dr =
0
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Uneigentliche Integrale

Bisher: Integration von (stiickweise) stetigen Funktionen auf [a, b].

Theorem 3.36

b
Sei f : [a,b] — R stiickweise stetig. Dann existiert / f(z) dz und ist endlich.

Wir wollen nun folgende Abschwichungen bzw. Erweiterungen betrachten:

e f nicht stetig bzw. beschrinkt auf [a,b], z.B. f(z) = 2 auf [-1,1]
e offene Intervalle (a,b], [a,b) und (a,bd)
e nicht stetig, z.B. Singularitaten

@ unbeschriankte Intervalle

o (—00,b], [a,00) und (—o0, 00)
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Integration auf [a, 00) und (—o0, b)

Definition 3.37
Sei f:]a,00) — R eine Funktion und fiir jedes R > a sei die Einschrankung f|(, ) : [a, R] = R

integrierbar. Wenn faR f(z) dz fir R — oo existiert, dann ist f auf [a,00) im uneigentlichen Sinne

integrierbar und wir schreiben
/ f(z)dz := lim / f(z
@ R—o0

Beispiele:
© f:[l,00) R, f(z) = L. Danngilt [FL de =1n(z)|" | =In(R). Da [/ L dz =In(R) - oo
fir R — oo ist f auf [1,00) nicht uneigentlich integrierbar.
Q@ g:[1,00) & R, g(x) = 5. Dann gilt flRm% dr = ’71|f:1 =1-R"' Da

1
2
flR x% dr =1—R™! — 1 fiir R — oo ist g auf [1,00) im uneigentlichen Sinne integrierbar und es

gilt
> R
— dz = lim —dz = lm1-R' = 1
1 X R—oo J; X R—o00
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3. Reelle Funktionen 3.6 Uneigentliche Integrale

Aquivalente Definition fiir (—oo0, b]:

b f(x)dz = lim bf(.r) dz.
/. J,

R——c Jp

Definition 3.38 (Integration iiber R)
Sei f: R — R und fiir ein ¢ € R existieren die beiden Integrale

[ i@ar s [ @)

im uneigentlichen Sinne, dann existiert und gilt

/Zf(:n) dz = /Cocf(:r) de + /coof(z) da.
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3. Reelle Funktionen 3.6 Uneigentliche Integrale

Integralvergleichskriterium fiir Reihen

Theorem 3.39
Sei f : [1,00) — [0,00) monoton fallend. Es gilt:

oo o0
/ f(z) dz existiert & Z f(n) konvergiert.
1 n=1

Beispiel:
Sei f:[1,00) = [0,00) mit f(x) =2z% «a < 0. Es gilt

o e3¢}
Z n® konvergiert & / % dx exisistiert & a< —1.
1

n=1
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4. Potenzreihen

Kapitel 4: Potenzreihen
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Definition 4.40

Sei (an)nen, eine Folge und zg,z € R. Dann heiBt

Z ap, - (x — )" (%)

Potenzreihe in  um den Entwicklungspunkt xg. (*) sind Funktionen, definiert wenn (x) fiir x € R
konvergiert.

i — 2’
o Expotentialreihe: exp(z) := Z T reR
7=0
ot 2]+1
e Sinus: eR
inus:  sin(x Z 2] T x
7=0
e Cosinus:  cos(x Z , z€eR
j=
> J
o (natiirlicher) Logarithmus: log(1 + ) Z Hx .z € (—1,1]
j=1
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. J
f@)=ll+z) s Y (-1HE

Jj=1

Taylorpolynom (Grad 0) von In(1+x) Taylorpolynom (Grad 1) von In(1+x) Taylorpolynom (Grad 2) von In{1+x)

Tyx) =0 |TN(x]:x |TN(x]:x-xzf2
Taylorpolynom (Grad 3) von In(1+x) Taylorpolynom (Grad 4) von In(1+x) Taylorpolynom (Grad 5) von In(1+x)
s,
ol ’ |
i
0
2 %
£
s

a4l s

i

15 -1 -05 1] 0.5 1 15 2 25 3 15 -1 -05 4] 0.5 1 15 2 25 3 15 -1 -05 4] 0.5 1 15 2 25 3

Ty(x) = x- %42 + x¥3 Tylx) =x- %2 + %3 - x%4 Tylx) = x- %2 + x¥3 - x%4 + %75
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Theorem 4.41

Sei (an)nen eine Folge und xy € R. Zu der Potenzreihe

oo
Z ap - (x — 20)"
n=0

existiert ein Konvergenzradius R € [0, co] mit

oo
(1) Z an - (x — )" ist absolut konvergent fiir alle z € R mit |z — x| < R, und

n=0

o0
Q Z an - (x — o)™ ist divergent fiir alle x € R mit |x — zo| > R.
n=0

Beweis: Folgt aus absoluter Konvergenz fiir Folgen (b, )nen mit b, = by (x) = ayp, - (x — x0).

Bemerkung: Eine allgemeine Aussage fiir x — x¢p = £ R ist nicht moglich.

Philipp J. diDio (Uni Konstanz) Ana & LinAlg 14. Juni 2024

67 /117



Theorem 4.42
Sei (an)nen eine Folge, a,, # 0 fiir alle n € N, und xy € R. Fiir die Potenzreihe

oo
Z ap - (x — 20)"
n=0

gilt das folgende:

lan|

@ Konvergiert (oder divergiert bestimmt) die Folge s S0 gilt
lim ln] _ R. (Quotientenkriterium)
n—=0 | 41|
@ Konvergiert (oder divergiert bestimmt) die Folge \/\lil so gilt
Qn
. 1 o
lim —— = R. (Wurzelkriterium)
n—oo 1 |an|
Beweis: Folgt aus absoluter Konvergenz fiir Folgen (b,,)nen mit b, = b, (x) = ay, - (z — x0). O
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4. Potenzreihen 4.1 Konvergenzradius

Beispiele fiir Konvergenzradien

Q@ f(z)=In(l+z) vs. Z(_njﬂﬁ;
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4. Potenzreihen 4.1 Konvergenzradius

Beispiele fiir Konvergenzradien

o0

Q@ f(z)=expx=c¢c" vs. ij'

f'.
i=0 I
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Lemma 4.43

Sei f(x) =), c n - " eine Potenzreihe (xo = 0) mit Konvergenzradius R > 0 und a,, # 0 fiir
mindestens ein n € IN. Dann gibt es ein r € (0, R) sodass f in (—r,r) nur endlich viele Nullstellen hat.

Beweis: Siehe Skript Kosub, p. 38, Lemma 4.4. O

Theorem 4.44

Wenn es eine Folge {z;};cv mit z; — O gibt fiir die die Reihe
gilt a,, = 0 fiir alle n € IN.

" . .
neN dn * T konvergiert und null ist, so

Beweis: Folgt sofort aus Lemma 4.43. O

Theorem 4.45 (Identitétssatz fiir Potenzreihen)

Wenn zwel.Potenzrelhen Zne—m ap - T un_d > new bn - ™ auf (—r, 1) konvergieren und auf einer Folge
{zi}iew mit z; — O iibereinstimmen, so gilt a,, = b,,.

Beweis: », (@ — byp)x™ erfiillt Theorem 4.44. O
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Theorem 4.46 (Summe und Produkte)

Seien Z anz" und Z bpa™ absolut konvergente Reihen auf (—r,r) fiir ein v > 0. Dann gilt, dass
nelN neN
Q Z anx” + Z bpx"™ = Z(an +by) 2™
neN nelN n€N
(Z anx"> . (Z bnx"> = Z anby, - " Z (Z arby,— k) - z" (Cauchy Produkt)
nelN nelN n,meN nelN
sind absolut konvergente Reihen auf (—r,r).

Beweis: Fiir @ gilt

Z (an +by) - z"

neN

nelN nelN nelN

fir alle x € (—r, ) und &dquivalent fir @. O
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Cauchy Produkt: Beispiel exp

Fir alle z,y € R gilt:

exp(x) - exp(y)

Philipp J. diDio (Uni Konstanz)
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>(x%
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(2 +y)
Sty
=0
exp(z + y)
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Substitution

Beispiel: Sei >
Reihe

Z an(xQ)" = Z anx’"

nelN nelN

absolut konvergent auf (—v/r, /7).

Beispiel: Wir haben

w1
> 4 1.4

nelN
fiir alle ¢ € (—1,1). Mit ¢ = —2? gilt dann, dass

gilt fir alle z € (—1,1).
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{,/ﬁ n— o0 1

Theorem 4.47 (Differenzieren von Potenzreihen)

Sei f(x) = Z anz" eine auf (—R, R), R > 0, absolut konvergente Potenzreihe. Dann gilt, dass
nelN

oo
g(x) = Zan 'n'l.n71

n=1

ist absolut konvergent auf (—R, R) und

fir alle v € (—R, R).

Bemerkungen:

@ Da f/ existiert, ist f auf (—R, R) insbesondere stetig.

@ Da f’ absolut konvergent ist auf (—R, R) ergibt wiederholtes Anwenden des Theorems, dass alle
%) absolut konvergent auf (—R, R) sind.
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Beispiel differenzieren von Potenzreihen: (exp x) = expx

= — =expz
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Yn+1l 2201

Theorem 4.48 (Integrieren von Potenzreihen)

Sei f(x) = Z anx"™ eine auf (—R, R), R > 0, absolut konvergente Potenzreihe. Dann gilt, dass

nelN
SN O eyt S0, @15 G255 Gn ap
g(z) ;n—i—lx 1:13+213—|-3$+ +n+1x
ist absolut konvergent auf (—R, R) und
g'(z) = f(x)

fir alle x € (—R, R), d.h. g = F ist eine Stammfunktion von f.

Bemerkungen:

@ Da F existiert, ist f auf (—R, R) insbesondere stetig.

@ Da F absolut konvergent ist auf (—R, R) ergibt wiederholtes Anwenden des Theorems, dass alle
héheren Stammfunktionen [ F dx absolut konvergent auf (—R, R) sind.
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Beispiel Stammfunktion /Integral einer Potenzreihe: Die erf-Funktion

n
oepr:Z—'aufR
nelN
o x =t ex (—t2)—z(_l)n.t2n auf R
nelN
e erf 2 [ exp(—t?) dt
ITL = ——= XP(—
NG

2 (_l)n 2n (_1)71 2n+1
/exp(—x)dm = /Z % dz = Zml’ *

nelN nelN
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Berechnung von 7

e f(z) = arctanx = f(z) =

nelN
71 n+1
@ arctanx = Z L g2l
2n+1
nelN

@ Leibnitz (1682), Madhava (= 1400), Gregory (1670er Jahre):

T (=)™ 1 1 1
Z —arctanl = = 4=
1 arctan %27%1—1 1 3+5

+...

1
7
aber: keine absolute Konvergenz!

e Machin (1706):

T 1
— = 4 arctan — — arctan —
4 5 239
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Taylorpolynome und -reihen: Motivation

@ Beobachtung: Fiir f(z Zakx absolut konvergent auf (—R, R), R > 0. Dann gilt

k=0
o f(0)=ao
o (@) =30 k-ar- 2", dh f(0) =a

o fM@)=2 k(k—1)-(k—n+1)-2"" dh f0)=n! a,

Zusammengefasst:

AR f () o
ap = ] und Z

n=0

o Frage: Fiir eine Funktion g : R — R (beliebig differenzierbar), gilt dann
g(n)

TL

g(z) =

auf (—r,r) C R fiir ein r > 07
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Definition 4.49 (Taylorpolynom und Restglied)
Sei f: (a,b) = R n-mal stetig differenzierbar. Dann ist das n-te Taylorpolynom T;, ¢, an der Stelle
xo € (a,b) definiert als

) (g
T pao(@) = 3 T3 (o — ).

k=0
Wir definieren das Restglied R,, als

B (x = x0) i= [(2) = T, 120 (2)-

Theorem 4.50 (Lagrangesche Restgliedformel)

f:(a,b) = R (n+ 1)-mal (stetig) differenzierbar, xo € (a,b). Fiir x = xo + h € (a,b) gibt es ein
9 € (0,1) mit
f(""‘l)(xo + ¥h)

Rt
(n+1)!

R, (x —x9) =

Es gibt weitere Restgliedformeln (Cauchys Restgliedformel, Integraldarstellungen).
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flx)=Vz, 2g=1 = f’(x):%x_l/Qi = f(”)(x):%'1;2'--1_2(n_1)-x1/2_”

Taylorpolynom (Grad 0) von sqrt(x) Taylorpolynom (Grad 1) von sqrt(x) Taylorpolynom (Grad 2) von sqrt(x)

0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 [} 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4

Ty(x)=1 |TN(x]=x!2 +1/2 |TN(x]=xf2—lx—1)ZfB+ 172
Taylorpolynom (Grad 4) von sqrt(x) Taylorpolynom (Grad 5) von sqrt(x)
3 3 4
s
2
2 e

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

Ty () =x/2 - (x-1)%/8 + (x-1)3/16 - (5 (x - 1)}y128 + 1/2 T =x/2 - (x-1)%/8 + (x-1)3/16 -..+ 1/2

Ty ) =x/2 - (x - 1)%/8 + (x-1)3/16 + 1/2
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o f:R — R ist beliebig oft differenzierbar: £(")(0) existiert fiir alle n € IN

f(n)

Z - 2™ konvergiert absolut auf R

nelN
o ABER:

fx) # g(x) fiir alle x # 0
Beispiel:
fx) = exp (—x7?)

° f(0)=
o f(M(0)=0firallen=1,2,3,...
e ABER:

m) (0
f(z) =exp (—27?) # > ! n'( ) =1
nelN ’
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Kapitel 5: Lineare Raume

5.1 Vektorraume

Literatur: G. Fischer + B. Springborn: Lineare Algebra - Eine Einfiihrung fiir Studienanfanger, 19.
Auflage, Springer-Verlag, 2020 (eBook frei tiber UniKN/Springer)
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Definition 5.51
Sei K ein Korper.® Ein (linearer) K-Vektorraum ist eine Menge V' mit zwei Operationen:
o +: VXV =V, (vw) —v+w
o KxV—>V, (ag,v)—~a-v
sodass folgende Eigenschaften erfiillt sind:
@ (V,+) ist eine abelsche Gruppe, d.h.
Q@ ftg=g+ffiralle f,geV
@ es gibt ein (eindeutiges) e € V mit f 4+ e = f fiir alle f € V (neutrales/Null-Element e = 0)
@ fiir jedes f € V gibt es ein inverses Element ¢ = i(f) mit f +i(f) = e (kurz: i(f) = —f).
@ Firalle a,b e K und alle v,w € V gilt:
Q@ (a+b)-v=a-v+b-v
Q a (vtw)=a-v+a-w
@ (ab)-v=a-(b-v)
QO 1. v=w.
Die Elemente von V' heien Vektoren und die Elemente von K heiBen Skalare.
Einen R-Vektorraum nennen wir linearen Raum (iiber R).

3Wir haben eine Addition + : K x K — K mit inverser Abbildung — : K x K — K; ein Eins-Element 1; ein
Null-Element 0:; eine Multiplikation - : K x K — K mit inverser Abbildung =~ : K x K \ {0} — K. Fiir uns K = R.
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Beispiele fiir R-Vektorraume

@ R[zy,...,x,]: Polynome auf R™
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Beispiele fiir R-Vektorraume

T
QO R":= : T1,...,C, €E R flirn e N
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Beispiele fiir R-Vektorraume

@ C([0,1],R): stetige Funktionen f:[0,1] - R
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Definition 5.52

Sei V ein linearer Raum und ) 2 W C V. Dann heiBt W linearer Unterraum (von V') wenn gilt
Q@ v+weW firallev,weW
Q@ a-veWfiralleae RundveW.

Beispiele:
@ Fir d € Ny ist Rlzy,...,z5]<q = {p € Rlz1,...,2,]| degp < d} ein linearer Unterraum von
R[I’l, PN ,Z‘n}.

Q@FirneNist V:={(x1,...,7,)7 € R"|x; =0} ein linearer Unterraum von R".
© Die Menge S := {f € C([0,1],R) | f(0) = 1} ist kein linearer Unterraum von C([0, 1], R).

Corollary 5.53 J

Jeder linearer Unterraum eines linearen Raumes ist ein linearer Raum.
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Definition 5.54

Sei V ein linearer Raum und vy, ..., v, € V Vektoren.

© Der Vektor w € V heiBt Linearkombination von vy, ..., v,, wenn es Konstanten A{,..., A\, € R
gibt mit

W= AU+ -+ A\ Un.

@ Die Menge aller Linearkombinationen von vy, ..., v, heiBt lineare Hiille (engl. span) von v1,..., v,
und wird mit span{vy,...,v,} oder lin {vy,...,v,} bezeichnet.

Lemma 5.55

Sei V ein linearer Raum und vy, ...,v, € V. Dann ist lin {vy,...,v,} ein linearer Unterraum von V.

Beweis: Nachrechnen der Unterraumkriterien aus Definition 5.52.

Q@ v+ welin{vy,...,v,} firalle v,w € lin{vy,...,v,}:
TAFEL
Q@ a-velinf{vy,...,v,} firallev €lin{vy,...,v,} und a € R:
TAFEL U
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Erzeugendensystem

Definition 5.56

Sei V ein linearer Raum. Eine Menge vy, ..., v, € V heiBt Erzeugendensystem von V' genau dann wenn

lin{vq,...,v,} =V.

Beispiele:

@ Die Vektoren vy = 1,v; = x,v9 = 2%, ... v, = 2¢ erzeugen R[z]<q.
@ Die Vektoren v, = ((1)) v = (?) und vz = (}) erzeugen R2.

© Die Vektoren v = ((1)) und vy = ((1)) erzeugen R2.
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Lineare (Un-)Abhangigkeit

Definition 5.57
Sei V ein linearer Raum.

@ Vektoren vy,...,v, € V heiBen linear unabhangig, falls fiir alle A\1,..., A, € R gilt:

AMOLF At =0 = A= =X, =0

@ Vektoren vy,...,v, € V, die nicht linear unabhangig sind, heiBen linear abhangig.

Beispiele:

@ Die Vektoren vg =1, v1 = z, v = 22, ..., vg = 2% sind linear unabhéangig.
@ Die Vektoren v; = (), v2 = (}) und v3 = (}) sind linear abhingig.

@ Die Vektoren v; = () und vo = (}) sind linear unabhingig.
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Basis

Definition 5.58

Sei V ein linearer Raum und {vy,...,v,} ein Erzeugendensystem von V. Dann heiBt die Menge

{v1,...,v,} Basis von V genau dann wenn vy, ..., v, linear unabhéngig sind. Die Vektoren v; heiBen
Basisvektoren.

Beispiele:

@ Die Vektoren vg =1, v1 =z, vy = 22, ..., vg = 2% sind eine Basis von Rlz]<a-
@ Die Vektoren v; = ((1)) Vg = ((1)) und vz = G) sind keine Basis von R?2.

© Die Vektoren v; = ((1)) und vy = ((1)) sind eine Basis von R?.
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Austauschlemma

Lemma 5.59
Seien V' ein linearer Raum und {v1,...,v,} eine Basis von V. Dann gilt:
Q@ {vi,...,un_1} ist keine Erzeugendensystem.

@ {vi,...,un,w} ist fiir jedes w € V linear abhingig.

© Jeder Vektor v € V st eindeutig als Linearkombination von vy, . .., v, darstellbar.

Lemma 5.60 (Austauschlemma)

Es seien V' ein linearer Raum, {v1,...,v,} eine Basis von V und w € V ein Vektor mit
w= A0+ -+ AUn, A1,...,A\n € R. Dann ist auch

{vh"'7vi717wavi+1a'~-7vn}

eine Basis von V fiir jedes i € {1,...,n} mit \; # 0.

Beweis: TAFEL
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Austauschsatz von Steinitz und Dimension eines linearen Raumes

Theorem 5.61

Es seien V' ein linearer Raum, {v1,...,v,} eine Basis von V und wy,...,w, € V linear unabhangige
Vektoren. Dann gilt:

Q@ m<n.

@ Esgibtiy,...,im €{1,...,n}, sodass nach Austausch von v;, gegen wy bis v;, gegen w,, wieder

eine Basis von V entsteht.

Beweis: TAFEL
Corollary 5.62

O

Je zwei endliche Basen eines linear Raumes besitzen die gleiche Anzahl an Basisvektoren.

Definition 5.63

Die Dimension dim V eines linear Raumes V ist definiert als die Anzahl der Elemente in einer Basis
B ={vy,...,u,}:

dimV := |B| =n.

o
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Skalarprodukt

Definition 5.64
Es sei V ein linear Raum. Eine Abbildung

(+,): VxV =R

heiBt (euklidisches) Skalarprodukt, falls fiir alle u,v,w € V und a € R gilt:

Q@ (v,w)= (w,v) (Symmetrie)

Q@ (w+w,u)=a-(v,u)+ (w,u) (Linearitat)

@ (v,v) >0 und (v,v) =0« v =0 (positive Definitheit)

Ein linearer Raum mit einem Skalarprodukt heiBt euklidischer Raum. Vektoren v und w in einem
euklidischen Raum mit (v, w) = 0 heiBen orthogonal (zueinander).

Theorem 5.65
Sind zwei Vektoren v,w € V' \ {0} aus einem Vektorraum V orthogonal, dann sind sie linear unabhiangig.

Beweis: TAFEL. O
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Definition 5.66
Sei V ein euklidischer Raum mit Skalarprodukt (-, -). Wir definieren die Norm || - || auf V' durch

[vl] := /{0, ).

Corollary 5.67

Sei V ein euklidischer Raum. Dann gilt fiir alle v,w € V:

QO |v+w|?=|v|*+|w|?®+ 2(v,w) (Satz von Pythagoras)

Q |v+w|?+ |lv—w|?=2(|v]* + ||w]?) (Parallelogrammgleichung)

Beweis: TAFEL. O

Corollary 5.68 (Cauchy—Schwarz Ungleichung)
Sei V ein euklidischer Raum. Dann gilt fiir alle Vektoren v,w € V

[ {0, w)| < Jo]| - [|w]].

Beweis: TAFEL. O
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Definition 5.69

Sei V ein euklidischer Raum und B = {v1,...,v,} eine Basis von V.

@ B heiBt Orthogonalbasis von V', wenn (v;,v;) = 0 fiir alle i # j gilt.

@ B heiit Orhonormalbasis von V', wenn B eine Orthogonalbasis ist und ||v;|| = 1 gilt fiir alle 4.

Theorem 5.70
Jeder endlich-dimensionale euklische Raum besitzt eine Orthonormalbasis. J

Beweis: TAFEL. O
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6. Lineare Abbildungen 6.1 Vektorraumhomomorphismen

Kapitel 6: Lineare Abbildungen
6.1 Definition

Philipp J. diDio (Uni Konstanz) Ana & LinAlg 14. Juni 2024 99 /117



6. Lineare Abbildungen 6.1 Vektorraumhomomorphismen

Definition 6.71
Seien V und W K-Vektorrdaume. Eine Abbildung f : V' — W heiBt linear, wenn

gilt fiir alle v,w € V und )\ € K.

f(v+w) = f(v) + f(w) und
FA-v) = A- £(v)

Theorem 6.72
Sei f:V — W linear mit V. und W Vektorrdume. Dann gilt:

Q@ f(0)=0.

@ Sind f(v1),..., f(vyn) linear unabhingig in W, so sind vy, ..., v, linear unabhingig in V.

@ Ist U CV ein Unterraum, so ist f(U) C W ein Unterraum von W.

Q@ Ist U C W ein Unterraum, so ist f~Y(U) C V ein Unterraum von V.

Q@ dimf(V)<dimV. )
Beweis: TAFEL. ]
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6. Lineare Abbildungen 6.1 Vektorraumhomomorphismen

Definition 6.73
Sei f: V — W eine linear Abbildung zwischen Vektorraumen. Wir definieren den Kern von f als

ker f :={v € V| f(v) =0} = f7(0)
und das Bild von f als imf:={f(v)|veV}=f(V).

Theorem 6.74
Sei f: V. — W eine linear Abbildung zwischen Vektorraumen V und W. Dann gilt:

ker f = {0} & f ist injektiv.

Beweis: TAFEL. O

Theorem 6.75 (Dimensionsformel)

Sei f: V. — W eine linear Abbildung und dim V' < oo. Dann gilt

dim V = dimim f 4 dim ker f.

V.

Beweis: TAFEL. O
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6. Lineare Abbildungen 6.1 Vektorraumhomomorphismen

Corollary 6.76

Sei f : V. — V eine linear Abbildung mit V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum. Die folgenden
Aussagen sind dquivalent:

Q@ f ist bijektiv.
Q [ ist injektiv.
© [ ist surjektiv.

Beweis:
Bijektion von f ist gleichbedeutend mit dimim f = dim V. Somit ergeben sich alle Aquivalenzen aus
der Dimensionsformel (Theorem 6.75). O
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6. Lineare Abbildungen [CRRVEIIEF]

Matrix:

a1.1 ai,2 ce a1n
@21 as 2 N az n X
A= (aij)i=1,...mj=1,.n = . . ) eR

am71 am72 e amvn

Rechenoperationen:
Q@ A+ B=(ai;+bij)i1  my=1..n
Q@ N A= ()‘ : aivj):ril:l,...,m;j:L...,n

Q@ A= (aij)i=1, my=1,..nund B = (b; ;)i=1, nyj=1,

n
A-B= Zai,kbk,j
k=1

=1, mij=1,....p
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6. Lineare Abbildungen [CRRVEIIEF]

Lemma 6.77
Sei A € R™*™. Dann ist f: R™ — R™, v+ Av linear. J

Beweis: Ubungsaufgabe. O

Beispiel: V' mit Basis {v1, v, v3} und W mit Basis {w;,ws}. Abbildung f: V — W gegeben durch

f(v1) =2w1 + wz = (i) s flve) =—wy = (_01) . flvs) =wi + 3wy = (il))) .

a1
D.h. fiir v = ayv1 + asvs + azvs = | as | bekommen wir
ag

f(v) = flarv1 + agve + asvs) = a1 f(v1) + as f(v2) + as f(vs)

o () () v ()

(2 0 1\ (™ o2 01
-1 03)7|* O GRS T
as
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6. Lineare Abbildungen [CRRVEIIEF]

Theorem 6.78

Sei V' mit Basis A = {vy,...,v,} und W mit Basis B = {w,...,w,,} R-Vektorrdume. Dann gibt es
zu jeder linearen Abbildung f : V' — W eine eindeutig bestimmte Matrix

Mé(f) = (az’,j)i:l,...,m;j=1,...,n
mit

Fl) = aijwi.
=1

M (f) heiBt die darstellende Matrix beziiglich der Basen A und B.

Beweis: TAFEL. O
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6. Lineare Abbildungen 6.3 Koordinatentransformation und inverse Matrix

id - identische Abbildung/ldentitit: id(v) = v.

Corollary 6.79

Sei V- mit Basen A = {v1,...,vn} und A = {¥y,...,0,} und sei W mit Basen B = {wy,
B = {w1,...,Wn} Sei f:V — W eine lineare Abbildung. Dann gilt

M

T

(f) = ME(id) - ME(f) - MA(id)

und _
ME(id) = ME(id)~".

.o W} und

Hauptwerkzeug: Inverse A~! einer quadratischen (d.h. m = n) Matrix A
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6. Lineare Abbildungen 6.3 Koordinatentransformation und inverse Matrix

Berechnen einer Inversen mit dem GauB-Jordan Algorithmus (TAFEL)
11
Q A= (1 _1>:
12
O B=(2 4
2 1
2 1
Q@ C= <6 4>:

Bemerkung: A~! existiert nicht fiir jede quadratische Matrix A!

o o=} 1)

Theorem 6.80
Der GauB—Jordan Algorithmus ist korrekt. J

O = O

Beweis: TAFEL O
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6. Lineare Abbildungen 6.3 Koordinatentransformation und inverse Matrix

Einheitsmatrix:

1 0 0 0
010 ... 0

1.: 0 0 1 e O GRan
0 0 O 1

Definition 6.81

Sei A = (@i j)i=1,....n;j=1,....m eine Matrix. Wir definieren:

A heiBt quadratisch, falls m = n gilt.

Die Matrix AT := (a;;);j=1,....m:;i=1,....n_heiBt transponierte Matrix von A.
Die Matrix A heiBt invertierbar, wenn A—! existiert: A=—14A = AA~! =1.
A heiBt symmetrisch, falls A = AT,

A heiBt orthogonal, falls A=! = AT

1 -1
. . . o 1 .
Beispiel: A = 7 (1 1 ) ist orthogonal.
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6. Lineare Abbildungen 6.3 Koordinatentransformation und inverse Matrix

Definition 6.82
b1
Sei A= (ai,a2,...,a,)=| © | € R™*"™
b,
@ Der Spaltenrang von A ist definiert als dimlin{ay,...,a,}.
@ Der Zeilenrang von A ist definiert als dimlin {b1,...,b,,}.

.. 1 -1 1 2
Beispiele: @ A = <1 1 > QO B= (2 4>
Theorem 6.83
Sei A € R™*™. Dann gilt Spaltenrang = Zeilenrang. J

Definition 6.84
Sei A € R™*™. Dann ist rank A := Spaltenrang = Zeilenrang. J
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6.3 Koordinatentransformation und inverse Matrix
Theorem 6.85
Sei A € R™*". Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
@ A ist invertierbar.
@ AT ist invertierbar.
@ rank A =n.
Q@ rank AT =n.

Beweis:
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Definition 6.86
Sei A € R™*™. Wir definieren die Determinante durch

det A := Z sgno - ﬁai,a(i)
i=1

O'ESn
mit
@ S, = Menge aller Bijektionen o : {1,...,n} — {1,...,n} (Permutationen),

e F(o):={(,k)|j <k, oj > ok}, d.h. F(o) ist gerade die Anzahl der Fehlsténde von o,
e sgno := (—1)IF@I,

Beispiele: @ det a2 (+1) - a1,1a2,2 + (—1)a1,2a21
a1 a2

ai1 ai2 a3
QO det| a1 az2 a3 | = (+1)ai 1622033 + (+1)a1 2023031 + (+1)a1,3a2,1a32
az,1 asz2 033
+ (—1)ay,1a2,3a32 + (—1)ay gaz 2031 + (—1)az 1021033

Philipp J. diDio (Uni Konstanz) Ana & LinAlg 14. Juni 2024

111/117



6. Lineare Abbildungen 6.4 Determinante

Theorem 6.87 (Entwicklungssatz von Laplace)
Sei A € R"*™. Setze

A_; ;€ R=DX(=D Matrix durch Streichen der iten Zeile und jten Spalte.

Dann gilt
n . .
det A = Z(—l)zﬂai,j ~det A_; _; (Entwicklung nach der iten Zeile)
j=1
n . .
= Z(—l)””am ~det A_; _; (Entwicklung nach der jten Spalte)
=1

Beispiel: TAFEL

O = W
=N = O
— = O N
= W N O
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6. Lineare Abbildungen 6.4 Determinante

Effektives Berechnen von Determinanten |

Theorem 6.88

Sei
a1 ai2 ... a1n—1 a1,n
azo ... a2 n—1 a2 .n
A= : : : : c R™X™
0 0 <o+ Qn—1n-1 G0n—-1n
0 o ... 0 Qn,n
Dann gilt
detA=a11-a22 - ann.
v
Beweis: Zeilen-/Spaltenentwicklung. O

Beispiel:
1 2 3
det |0 4 5 | =
0 0 -1
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Effektives Berechnen von Determinanten Il

Theorem 6.89
Sei A= (a1,...,a,) € R"*™ und X € R. Dann gilt

Q det(ai,...,aj-1, a5,a541,...a,) = A-det(a,...,a,)
Q det(ai,...,aj5,...,a;,...,an) = —det(ai,...,aj,...,a;5,...,a,)
Q@ det(ai,...,aj_1,a; + Aaj,a;41,...,a,) = det(as,...,an,)

und die gleichen Rechenregeln auch fiir die Zeilen.

Anwendung: GauBverfahren in der Determinantenberechnung (Matrix auf obere Dreiecksgestalt
bringen!)
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Effektives Berechnen von Determinanten Il

Theorem 6.90
Sei Al € ]Rn1><n1’A2 € anxn&a ceey Ak € R™ X"k ynd
Ay

A= 42 e R(mtFne)x(nit-+ng)

Ay

Dann gilt
det A = det A; - det Ay - - - det Ay

Theorem 6.91
Sei A € R"*™. Dann gilt

det A = det A”.

v
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weitere Eigenschaften von Determinanten

Theorem 6.92

Seien A, B € R™*™. Dann gilt:

A ist invertierbar < det A # 0.

det A = det AT

det(AB) = det A - det B.

det(A™1) = (det A)~L, falls A invertierbar ist.
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Kapitel 7: Eigenrdaume

7.0 Motivation

Philipp J. diDio (Uni Konstanz) Ana & LinAlg 14. Juni 2024 117 /117



	Reelle Zahlen
	Folgen und Reihen
	Beschränkte Folgen haben konvergente Teilfolgen

	3. Reelle Funktionen
	3.1 Grenzwerte und Stetigkeit
	3.2 Differenzierbare Funktionen
	3.3 Konvexe und Konkave Funktionen
	3.4 Stammfunktionen
	3.5 Integrale
	3.6 Uneigentliche Integrale

	4. Potenzreihen
	4.1 Konvergenzradius
	4.2 Eindeutigkeit von Potenzreihen
	4.3 Rechnen mit Reihen
	4.4 Taylorpolynome und -reihen

	5. Lineare Räume
	5.1 Vektorräume
	5.2 Erzeugendensystem und Basis
	5.3 Euklidische Räume

	6. Lineare Abbildungen
	6.1 Vektorraumhomomorphismen
	6.2 Matrizen
	6.3 Koordinatentransformation und inverse Matrix
	6.4 Determinante

	7. Eigenräume
	7.0 Motivation


