Analysis & Lineare Algebra 12.04.-19.07.2020
Sommersemester 2024

Dr. Philipp J. di Dio

Universitat Konstanz

Hausaufgabenblatt 1 (Ldsungen)

Aufgabe 1.1 (Reele Zahlen). Berechnen Sie per Hand:

a) ln(e3) b) log;((100) c) log,(64) d) 10%2(&)

Losung: Mittels log-Gesetzen berechnen wir:

a) In(e?) = 3In(e) = 3

b) log,,(100) = log;((10?) = 2log;,(10) = 2

) 1
)
c) logy(64) = log,(27) = Tlog,(2) = 7
)
)

Q.

loga (&) = loga(277) = ~Tlogy(2) = 7

e) log;»(64) = 1rin16/42) =y = Uy = —log, 64 = 7

Aufgabe 1.2 (Grenzwerte I). Sei

1
In+1

ap =2 —

e) logy/5(64)

. . n—oo . . . .
Bestimmen Sie den Grenzwert a,, —— a und beweisen Sie diesen mit der Grenzwert-

definition, d.h. finden Sie fiir jedes € > 0 ein ny = no(e) so dass
n > ng = la —a,| <e

gilt.

Lésung: Vermutung: a,, — 2. Nebenrechnung:

1 1
e>2—ay=12—-2+ = )3
| | ‘ Vn+1 ' vn+1 )
1 ‘
3 . .3
> : 1)+
&> |- (n+1)+¢
1 1
n+1> 6_3
n>— = Vermutung: no(c) = g3,
€
Testen wir nun die Vermutung. Sei also n > ngy(g) = e fiir € > 0. Dann folgt:

1 1 1 1
|a—an|:’2—2+ ‘ <

vn+1

= <

= ¢&.

Damit gilt also fiir jedes ¢ > 0 dass wenn n > ng(e) ist, dann folgt |a — a,| < €, und

somit gilt a, —— a = 2.
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Aufgabe 1.3 (Grenzwerte II). Sei

4
n2+1

an = —1+

. . n—oo . . . .
Bestimmen Sie den Grenzwert a,, —— a und beweisen Sie diesen mit der Grenzwert-
definition.

Losung: Vermutung: a,, — —1. Nebenrechnung;:

4 4 4 4
(-1)| = 2 <n211 T 1<n? —/-—1<n.
la,—(—1)] n2+1<€ = 8<n—i— = _~l<n® = no(e) 5 <n

Sei also ng(e) = /2 — 1 und n > ng(e). Dann gilt:

4 - 4 4
—_= = £
n?+1 " ne(e)?+1 241-1

jan = (=1 =

Aufgabe 1.4 (Grenzwerte III). Bestimmen Sie (mit Rechnung) die Grenzwerte fur
folgende Folgen.

) n?—n+2
a) a, = ,
nd+n?2—1
I” . n2—n+2_1, nil—n*2+2n*3_0_0
—OSung. n1_>ngon3—|—n2—1_nl—>nc}o 1+n‘1—n_2 _1_
nd—n+2
b) by — 1T
) nd4+n?—1
I g n3—n+2_1. 1—7f2+27f3_1_1
SO e m? =1 abe Idnt—n? 1

Aufgabe 1.5 (Grenzwerte IV). Bestimmen und begriinden Sie mit den Grenzwert-
kriterien die Grenzwerte.

a) f’n =vn + 1 - \/57
Losung: Wir schreiben mit Hilfe des dritten Binomischen Lehrsatzes um:

PR e B CA TR Sl VA | VAT e A1) O Gl ek

Vn+1+.n CVn+l+yn

1
=— =0
vVn+1+4++n
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b) gn = (=1)"-n7",

Lisung: Beschriinkte Folge (—1)" mal Nullfolge n': g, — 0.

14243440
- = ,

c) h,

Losung: Wir schreiben um:

14+2434---4pn 2oty
hn = = 2 — —.
n? n? 2

Aufgabe (Zusatz) 1.6 (Komplexe Zahlen). Berechnen Sie
5+ 3i

(7—20)1-(1—

und geben Sie das Ergebnis in der Form a 4 bi mit a,b € R an.

2 13— 4i| — (2 - 3i)

Lésung:

5+ 31
(7T—20)'-(1—2
7T —2i)(54 3i e
(1 —24)
(7 — 2i)(5 + 3i)(1 + 2i) ,
= .5—92—
124 22 ) 31
= (35 + 210 — 10i + 6)(1 + 2i) — 2 — 3i
— (41 4 110)(1 + 2i) — 2 — 3i
=41 +821+ 110 —22 -2 —-3i =17+ 90

).\3—42'\—(2—3@)

Aufgabe (Zusatz) 1.7 (Ungleichungen). Bestimmen Sie die Losungsmengen (in R)
der folgenden Ungleichungen.

a) |z +3| <5,
Lésung: lz+3| <5 | | - | auflosen
—5<x+4+3<5 | =3
—T<wx<?2

Losungsmenge : © € (—8,2)
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b) z? — 2x < 3,
Losung: 2?—2r <3 |+1
-2 +1=(x—-172<4 va
|z — 1] <2 | | - | auflosen
—2<zx—-1<2 |+ 1
—1<z<3

Losungsmenge : = € [—1, 3]

Aufgabe (Zusatz) 1.8 (Vollsténdige Induktion). Zeigen Sie mittels vollstéandiger In-
duktion:*

a) Es gilt
n(n+1)(2n+1)

fiir alle n € IN.

Losung: IA (n =1): Sei n = 1, dann gilt

Zk2:12:1:1-(1+1).(2-1+1)
6 ?
k=1

d.h. die Induktionsvoraussetzung stimmt.

IS(n —=n+1):
nZkzz Y k2 + (n+ 1)

_ n(n—l— 1)6(2n+ 1) + <n+ 1)2

_(n+ D[(2n* +n) + (6n + 6)]
6

_ (n+1)[2n* 4+ 3n + 4n + 6]
6

_ (4 1D)(n+2)@2n+3)

6

L(IA): Zeigen Sie die Aussage stimmt fiir ein n = ng (hier ng = 1 in (a) und ng = 2 in (b)).
(IS): Zeigen Sie, wenn die Aussage fiir ein n gilt, dann auch fiir n + 1. Siehe Tutorienblatt 1-und-2.
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b) Es gilt
2" >n+1

fir alle n > 2.

Lisung: TA (n=2):22=4>3=2+1.

v
IS(n—n+1):2"1=2.2">2.(n+1)=2n+2=(n+2)+n>n+2.




